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Аннотация

Симметричное приближение Бруг-
гемана, известное также под назва-
нием приближения эффективной сре-
ды (Effective Medium Approximation, 
EMA), широко используется в при-
ложениях, в  том числе при описа-
нии рассеяния света на неоднород-
ных структурах, содержащих дискрет-
ные вкрапления. Однако в последнем 
случае не учитывается естественная 
асимметрия топологии наполнителей 
композита, составляющего структуру, 
в котором дискретные рассеиватели по 
большей части окружены материалом 
односвязной матрицы. В данной рабо-
те предложены два варианта асимме-
тричных EMA для случая статистиче-
ски изотропной среды, содержащей 
дискретные вкрапления, основанных 
на учёте различия структуры полей 
внутри и вне рассеивателей. Один из 
вариантов не слишком сильно отлича-
ется от обычной формы EMA и при-
водит к такому же значению порога 
протекания, а для второго значение 
порога отличается от обычного даже 
в случае сферических рассеивателей. 
Приведены выражения для соответ-
ствующих порогов протекания в мо-
дели хаотически ориентированных 
эллиптических частиц. Выполнено 
сравнение предложенных приближе-
ний со стандартными приближениями 
Максвелла-Гарнетта и Бруггемана для 
случая частиц серебра в диэлектриче-
ской матрице.

Ключевые слова: эффективные 
параметры случайно-неоднородных 
сред, гомогенизация, приближения 
Бруггемана и Максвелла-Гарнетта, по-
рог протекания.

1. Введение

При описании оптических характе-
ристик макроскопически неоднород-
ных сред, к которым относятся многие 

природные среды, а также искусствен-
ные композиты, широко используют-
ся разнообразные «правила смеше-
ния» («mixing rules»), позволяющие 
приближённо заменять реальную мел-
комасштабную по сравнению с дли-
ной волны случайно-неоднородную 
среду однородной с некоторыми эф-
фективными параметрами (см., напр., 
обзор [1] и цитированную там лите-
ратуру). Из большого числа извест-
ных моделей расчёта эффективных 
параметров выделяются приближения 
Максвелла-Гарнетта (Мaxwell Garnett 
approximation, MGA) и эффективной 
среды Бруггемана (Effective Medium 
Approximation, EMA). Первое из них 
строится для модели однородной сре-
ды со случайными вкраплениями, 
а второе рассматривает симметричный 
композит, заполненный случайным 
образом распределёнными частица-
ми с разными макроскопическими ха-
рактеристиками. При этом MGA явля-
ется асимметричным приближением, 
в котором одна из компонент выделе-
на и играет роль матрицы. Вследствие 
этого MGA, в отличие от симметрично-
го EMA, не позволяет описывать порог 
протекания, связанный с возникнове-
нием «слипания» случайных вкрапле-
ний с ростом их концентрации в бес-
конечный кластер, что принято считать 
недостатком этого приближения. При 
малых концентрациях неоднородно-
стей вдали от порога оба приближения 
дают одинаковые результаты. В дан-
ной работе мы получим простые асим-
метричные модификации EMA, осно-
ванные на модели однородной среды 
со случайными рассеивателями, и вме-
сте с тем позволяющие описывать воз-
никновение порога протекания.

2. Вывод уравнений 
асимметричных EMA

Рассмотрим однородную среду 
с диэлектрической проницаемостью 

ε0, содержащую статистически одно-
родно распределённые частицы с диэ-
лектрической проницаемостью ε1, за-
нимающие объёмную долю f1, так что 
объёмная доля свободной от частиц 
среды f0 = 1 – ​f1. Считая среду мелко-
масштабной, так что размеры частиц 
и расстояния между ними малы по 
сравнению с длинами волн рассма-
триваемых излучений, воспользуем-
ся квазистатическим приближением. 
В нём электрические и магнитные 
свойства среды описываются неза-
висимо. Рассматривая случай одно-
родного внешнего поля Eout = const, 
создаваемого источниками, находя-
щимися вне среды (строгую постанов-
ку граничных условий можно найти 
в [2]), эффективную диэлектрическую 
проницаемость ε* можно определить 
как [1]

	 (1)

0 0 1 1 .E f E f E= + 	 (2)

Здесь угловые скобки с индексом 
V означают усреднение по «физиче-
ски бесконечно малому объёму», ма-
лому по сравнению с полным объёмом 
среды, но содержащему большое чи-
сло частиц,

1= ∫v
V

dr
V

 ,	 (3)

а такие же скобки без индекса – ​ста-
тистическое усреднение, включаю-
щее усреднение по объёмам каждой 
из компонент (для простоты мы не 
вводим специальных обозначений для 
векторных величин).
Входящие в (1) поля E0 и E1 можно 

рассматривать, соответственно, как 
флуктуирующие поля вне и внутри 
«характерной частицы». Все дальней-
шие приближения связаны со стати-
стическими гипотезами о свойствах 
этих полей. Ограничимся для просто-
ты случаем сферических частиц (обо-
бщение на модель эллипсоидов легко 
получить с учётом результатов [3]). 
В простейшем приближении, справед-
ливом в пределе сильно разреженных 
сред (формально при f1à0), поле вне 
частиц E0 полагают равным полю в их 
отсутствие, E0 = Eоut, полностью пре-
небрегая тем самым влиянием рассе-
яния на E0. При этом поле внутри ха-
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рактерной частицы будет выражаться 
известным соотношением [4]

.	 (4)

В этом приближении в правой части 
в (1) можно опустить угловые скоб-
ки, что после сокращения на E0 даёт 
обычное MGА,

	 (5)

Использование EMA связано с по-
пыткой учесть взаимное влияние рас-
сеяния на частицах, самосогласован-
но рассмотрев в качестве «характер-
ной частицы» сферическую частицу, 
находящуюся в однородном среднем 
поле < E > в «эффективной среде» 
с диэлектрической проницаемостью 
ε*. При этом

	 (6)

В обычном приближении Бруггема-
на [5] считается, что в (1) и при оцен-
ке поля вне частиц E0 следует исполь-
зовать аналогичные соотношения, т.е.

	 (7)

что приводит к хорошо известному со-
отношению

* *
0 1

0 1* *
0 1

0
2 2

ε ε ε ε
ε ε ε ε

− −+ =
+ +

f f .	 (8)

Условия (7) отвечают топологии аг-
регата, т.е. случаю, когда и компонен-
та с ε0 состоит из сферических частиц. 
Однако для рассматриваемого здесь 
асимметричного случая с выделенной 
средой и дискретными вкраплениями 
нет никаких оснований использовать 
(7) для поля между частицами, по-
скольку массив среды не имеет пря-
мой связи со сферической формой ча-
стиц. Оставаясь в рамках самосогла-
сованного приближения, достаточно 
считать, что поле вне частиц E0 при-
ближённо равно среднему полю, т.е., 
сохранив (6) для частиц, вместо (7) 
для поля среды положить в (1) E0 = < 
E >. Подставив это соотношение и (6) 
в (1), после простых преобразований 
вместо (8) получим

* *
0 1

0 1* *
0

0
2 2

ε ε ε ε
ε ε ε

− −+ =
+

f f .	 (9)

Более обоснованное, чем (9), при-
ближение, «промежуточное» между 

EMA и MGA, получается, если в (1) 
и (2) при расчёте поля внутри «эффек-
тивной частицы» в качестве внешнего 
по отношению к частице поля вместо 
полного среднего поля < E > принять 
среднее поле между частицами < E0 >, 
что даёт 	

 	 (10)

По форме это соотношение совпа-
дает с MGA (5), но с учётом (6) пред-
ставляет не явное выражение, а урав-
нение для ε*, которое нетрудно приве-
сти к аналогичному (9) виду

* *
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0 1* *
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0
2 3

ε ε ε ε
ε ε ε

− −+ =
+

f f .	 (11)

В следующем разделе мы сравним 
некоторые свойства рассмотренных 
здесь приближений.

3. Некоторые следствия

Все описанные в предыдущем раз-
деле приближения допускают фор-
мальный переход к случаю полного 
заполнения среды частицами, f1 = 1, 
когда ε* = ε1. Эти приближения спра-
ведливы в общем случае комплексных 
диэлектрических проницаемостей. Та-
кие же выражения сохраняются и при 
переходе от диэлектрической прони-
цаемости ε к описанию проводимо-
сти среды σ, и при описании многих 
других кинетических коэффициентов 
переноса [6]).
Нетрудно показать [1], что все фор-

мы EMA (8)–(10) описывают возник-
новение порога протекания. Однако, 
если приближение (9), как и обычное 

EMA (8), даёт порог протекания f1с = 
1/3, то уравнению (11) отвечает уже 
другой порог: f1с = 1/4.
Все приближения (8)–(10) приво-

дят к квадратным уравнениям относи-
тельно ε*, которые легко решаемы. На 
рис. 1 показаны зависимости от f1 эф-
фективных проводимостей слабо про-
водящей среды с проводящими части-
цами в моделях (8)–(10). Из рисунка 
видно, что модель (9), с порогом f1с = 
1/3, даёт результат, качественно близ-
кий к даваемому обычной моделью 
Бруггемана (8), тогда как модель (10) 
заметно отличается от (8) из-за разли-
чий в значениях f1с.
В качестве ещё одного примера рас-

смотрим случай серебряных наноча-
стиц в матрице с относительным ко-
эффициентом преломления n = 1,5. На 
рис. 2 показаны графики спектральной 
зависимости действительной и мни-
мой частей комплексного показателя 

Рис. 2. Действительная и мнимая части показателя преломления N = N’ + iN’’ для объёмно-
го серебра (а), по данным [7], и эффективного показателя преломления N* для среды с се-
ребряными наночастицами в моделях MGA (5) и EMA (8)–(10) при f1 = 0,1 (б)
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Рис. 1. Эффективная проводимость для сре-
ды с проводимостью σ0 с частицами с про-
водимостью σ1 при σ0/σ1 = 0,01 в моделях 
(8) — ​— —, (9) - ​- - ​и (10) ▬▬. Точками обо-
значены предельные значения этих кривых 
для непроводящей среды (σ0 = 0)

f1  
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преломления N = ε  для объёмного 
серебра, а также – ​эффективного по-
казателя преломления * *ε=N  для 
среды с серебряными наночастицами 
в моделях MGA (5) и EMA (8)–(10) при 
f1 = 0,1. Из графиков видно, что в дан-
ном примере все рассмотренные мо-
дели эффективной среды по результа-
там заметно отличаются от MGA 
и дают качественно схожие между со-
бой, но количественно разные резуль-
таты. При этом, если MGA описывает 
наличие узкого плазмонного резонан-
са, все схемы EMA дают уширенный 
резонанс со смещённым в красную 
сторону максимумом («red shift»).

4. Обсуждение

Рассмотренные выше примеры по-
казывают, что предложенные модифи-
кации дают результаты, качественно 
аналогичные обычному EMA при за-
метных количественных различиях. 
Эти приближения легко обобщаемы 
на случай хаотически ориентирован-
ных эллиптических частиц. Для это-
го достаточно заменить величины Λ1* 
и Λ10 соответствующими тензорными 
выражениями, дополнив входящие 
в (1) символы усреднения усреднени-
ем по хаотическим ориентациям, ко-
торое сводится к вычислению одной 
трети от следа матрицы [1]. При этом 
в случае эллипсоидов с тензором де-
поляризации L для модели (10) порог 
протекания выражается как

	 (12)

а для модели (9) как

	 (13)

где

	 (14)

а деление на L понимается в смысле 
обращения матрицы. Выражение (13) 
получается и при использовании не-
посредственного обобщения стандарт-
ной формы EMA (8) на случай эллип-
тических ячеек, если только принять, 
как это делается обычно, что точкам 
среды отвечают сферические ячейки. 
Это выражение сохраняется и для мо-
делей с флуктуирующими факторами 

деполяризации L, для чего достаточно 
дополнения правой части (14) стати-
стическим усреднением по L.
При использовании эффективных 

параметров в приложениях, естест-
венно, возникает вопрос об условиях 
применимости тех или иных моделей. 
Необходимыми являются условия при-
менимости квазистатического прибли-
жения. Однако достаточных условий 
в общем случае указывать не удаёт-
ся, поскольку в реальных задачах ча-
стицы не являются строго хаотиче-
ски распределёнными и могут, к тому 
же, обладать некоторой сложной вну-
тренней структурой, для которой рас-
сматриваемые статистические модели 
могут служить лишь грубым прибли-
жением (полезное обсуждение отсут-
ствия универсальных эффективных 
параметров для макроскопически-не-
однородных сред имеется в [8]). По-
этому выбор той или иной модели 
обычно основывается на сравнении 
даваемых ею результатов с результа-
тами конкретных реальных или чи-
сленных экспериментов. В качестве 
последнего примера можно привес-
ти работу [9], в которой классическое 
EMA (8) сравнивается с результатами 
численных расчётов.

5. Заключение

В данной статье рассмотрены два 
варианта приближения EMA для слу-
чая среды с дискретными вкраплени-
ями, в которых учитывается отличие 
односвязной топологии матрицы от 
топологии одиночных частиц. Один 
из них не сильно отличается от обыч-
но используемого симметричного при-
ближения Бруггемана и даёт такой же 
порог протекания, f1с = 1/3, тогда как 
для второго это отличие более суще-
ственно и соответствует более низ-
кому значению порога, f1с = 1/4. Оба 
приближения легко обобщаются на 
случай хаотически ориентированных 
эллиптических частиц. Можно ожи-
дать, что использование этих прибли-
жений найдёт полезные применения 
в практических приложениях.
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