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Аннотация

Рассматривается задача вычисле-
ния суммарного светораспределения 
нескольких разно ориентированных в 
пространстве ИС, местоположения ко-
торых условно1 совпадают друг с дру-
гом. Предполагается, что индикатрисы 
силы света ИС описываются в форма-
те IESNA (или, что то же самое, в виде 
таблиц). Предлагаются два метода ре-
шения задачи. Первый связан с пред-
варительной тригонометрической ин-
терполяцией индикатрисы силы света 
каждого ИС, выполняемой с помощью 
дискретного преобразования Фурье, 
а второй основан на кусочно-линей-
ной интерполяции этой индикатрисы 
с использованием триангуляции Дело-
не. Оба метода реализуемы в распро-
странённых математических пакетах 
(таких как «Wolfram Mathematica» или 
«Octave») и их пригодность проверена 
экспериментально.
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Введение

Несколько лет назад в научных пу-
бликациях стал наблюдаться интерес 
к идее проектирования осветительных 
приборов (ОП) с единицами–десят-
ками светодиодов (СД) или СД моду-
лей со вторичной оптикой, имеющих 
разную ориентацию в пространстве 
[1–4]. Такой подход имеет два пре-
имущества. Во-первых, он позволя-
ет создавать ОП с фотометрическим 
телом (ФТ) любой сложности с ис-

1  Условно находятся кучно на большом 
расстоянии от фотоприёмника.

пользованием вторичной оптики про-
стой геометрии. Во-вторых, обеспечи-
вая в конструкции ОП с СД возмож-
ность «поворачивания» отдельных СД 
(СД модулей), можно оптимизировать 
его светораспределение в зависимости 
от условий освещения.

Правда, за последнее десятилетие 
существенно расширилась номенкла-
тура вторичной оптики для светиль-
ников с СД уличного освещения, и по-
тому указанный подход к разработке 
светильников этой категории, по сути, 
потерял актуальность. Вместе с тем, 
по нашему мнению, он по-прежне-
му актуален, например, в разработках 
ригельных светильников для освеще-
ния объектов железнодорожного тран-
спорта и производственных помеще-
ний и светильников для архитектур-
ного освещения зданий и сооружений. 
Соответственно, по-прежнему акту-
альны исследования по нахождению 
суммарного углового распределения 
силы света (пространственного све-
тораспределения) системы разноори-
ентированных ИС, у которых извест-
ны ФТ (или, что то же, индикатрисы 
силы света).

Решение задачи существенно 
осложняется тем, что ФТ исходных 
ИС трёхмерны. Даже в недавней ра-
боте по математическому моделиро-

ванию СД модулей [5] рассматривает-
ся зависимость светораспределения от 
одного полярного угла, т.е. фактически 
решается двумерная задача.

К настоящему времени известен 
метод, разработанный С.Г. Ашурко-
вым и А.А. Барцевым [1], который 
позволяет решать трёхмерную зада-
чу при условии осесимметричности 
исходных ФТ ИС. В настоящей ста-
тье предлагается два способа реше-
ния этой задачи, но уже без указанно-
го ограничения, т.е. при несимметрич-
ных исходных ФТ ИС.

Постановка задачи о расчёте 
суммарного светораспределения

Известно, что ФТ точечного ИС 
есть функция ( )I e , выражающая за-
висимость значений силы света I от 
направления e . Последнее можно 
определять двумя углами в одной из 
систем ( ),αA , ( ),βB  или ( ),γC  [6]. 
С точки зрения математики построе-
ние ФТ есть изображение поверхности 
в сферической системе координат, где 
I играет роль радиуса, а угловые коор-
динаты зависят от выбора системы фо-
тометрирования.

Как правило, ФТ находится по дан-
ным измерений на гониофотометре, 
представляемым в формате IESNA 
[7] – ​по сути, в виде таблицы, в ко-
торой значения угловых координат 
приведены с определённым шагом 
и значения силы света соответству-
ют каждой паре таких координатных 
значений.

Обозначим через Θ и Ф угловые ко-
ординаты в некоторой сферической 
системе (рис. 1), Θ ∈ [0°, 180°] и Ф ∈ 
[0°, 360°], и пусть измерения ведутся 
с шагом ΔΘ по первому углу и ΔФ – ​
по второму. Введя следующие обо-
значения:

k = ∆kΘ Θ , l = ∆lÔ Ô ,	 (1)

где k = 0–NΘ, l = 0–NФ, NΘ = 180°/ΔΘ 
и NФ = 360°/ΔФ, получим, что извест-
ными являются величины

l l( , ).= Θk ki I Ô 	 (2)

Далее рассмотрим несколько ИС, 
расположенных в одной точке, ФТ 
каждого из которых известна и зада-
на равенствами (1) и (2). При этом 
все ФТ описаны в одной и той же си-
стеме фотометрирования, например, 
( ),γC , роль угла γ в которой играет 
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Рис. 1. Угловые координаты в сферической 
системе
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Как показано в [4], таковым явля-
ется метод с использованием дискрет-
ного преобразования Фурье. В своём 
простейшем варианте оно позволяет 
приближённо восстанавливать пери-
одическую функцию по её известным 
значениям. При этом для последова-
тельности {xk} с периодом N дискрет-
ное преобразование Фурье задаётся 
формулой
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периодична, причём {xk} – ​её значе-
ния, полученные при значениях t, взя-
тых с шагом ∆t  [11].

Указанно е  преобразование , 
обобщённое для периодической по 
двум переменным функции, и следу-
ет применить к набору данных (2), по-
сле чего надо выделить действитель-
ную часть в полученном выражении 
и затем сократить число слагаемых, 
исключив из суммы все выражения, 
коэффициенты amn и bmn в которых 
меньше некоторого наперёд заданно-
го числа (оно определяется с учётом 
желаемой точности).

Итак, согласно первому алгоритму 
вычисления суммарного светораспре-
деления нескольких ИС по результа-
там фотометрических экспериментов, 
следует:
  применив дискретное преобразо-

вание Фурье к данным (1)–(2), найти 
светораспределение (3) каждого ИС 
в его собственной системе координат;
  зная взаимное расположение ИС, 

конкретизировать преобразования (4), 

Θ, а роль угла Ф – ​C. (Логично пред-
полагать также, что шаги ΔΘ и ΔФ 
при измерении являются общими для 
всех ИС, хотя это предположение и не 
критично.)

ИС являются пространственно раз-
но ориентированными и светораспре-
деление каждого из них описано в соб-
ственной системе координат, жёст-
ко связанной с данным конкретным 
ИС. При этом взаимное расположе-
ние ИС известно, т.е. известна после-
довательность поворотов, позволяю-
щая совместить собственные систе-
мы координат.

Ставится задача: найти суммарное 
светораспределение вышеописанных 
условно точечных ИС.

В связи с несовпадением систем 
координат непосредственно сложить 
значения ikl разных ИС в соответст-
вующих узлах сетки невозможно. Тре-
буется предварительно выбрать некую 
общую систему координат, пересчи-
тать в ней функции ( )I e  для каждо-
го ИС и лишь затем выполнить сло-
жение. Для сокращения вычислений 
в качестве общей системы можно вы-
брать собственную систему координат 
одного из ИС.

Ниже описаны два метода решения 
поставленной задачи и приведено опи-
сание экспериментальной установки, 
с помощью которой были подготовле-
ны входные данные для проверки про-
изведённых теоретических выкладок 
и выполнено сравнение методов.

Использование 
тригонометрической 
интерполяции

Пусть аналитическое выражение 
для ФТ каждого ИС известно:

( , ),=j jI I ÔΘ  j = 1–N,	 (3)

где N – ​общее число ИС, индекс j ис-
пользуется для их нумерации, а углы 
Θ и Ф соответствуют собственной си-
стеме координат j-го ИС.

Поскольку формулы преобразова-
ний, совмещающих собственные сис-
темы разных ИС, известны, то можно 
найти зависимость между угловыми 
координатами в собственной системе 
и её координатами θ и φ в общей сис-
теме (в которой и будет происходить 
сложение ФТ ИС). Для j-го ИС ука-
занная зависимость будет иметь вид

j( , ),θ ϕ= TΘ  j ( , ),θ ϕ= FÔ 	 (4)

Согласно выражениям (3) и  (4), 
суммарное светораспределение N ИС 
в упомянутой общей системе коорди-
нат выразится как

1 1 1

N N N

( , ) ( ( , ), ( , )) ...
( ( , ), ( , )).

θ ϕ θ ϕ θ ϕ
θ ϕ θ ϕ

= +
+

I I T F
I T F 	 (5)

Более подробно указанный подход 
был описан в [8], а в данной работе 
построены модельные примеры его 
применения.

Для реализации указанного подхо-
да требуется восстановить функции 
(3) по исходным данным вида (1)–(2).

Ранние попытки решения данной 
задачи описаны в [9]. ФТ расклады-
валась по степеням cosθ. Недостат-
ки этого решения – ​учёт лишь одной 
угловой переменной (т.е. переход из 
пространства в плоскость) и малое 
число слагаемых в разложении (все-
го 4). В недавней работе [5] авторы 
повысили точность таких разложе-
ний, многократно увеличивая число 
слагаемых и совершенствуя методы 
поиска коэффициентов в такого рода 
суммах, но проблема перехода из пло-
скости в пространство осталась ими 
нерешённой.

Возможные подходы к решению 
указанной проблемы, разные по точ-
ности и трудоёмкости, описаны в [3, 
10]. Обстоятельством, которое необ-
ходимо учитывать при интерполяции 
фотометрических данных, служит пе-
риодичность ФТ (3) по их аргументам: 
очевидно, период функций Ij по пе-
ременной Θ должен составлять 180°
, а по Ф – ​360°. Поэтому логично ис-
кать эти функции в виде двойных три-
гонометрических рядов по Θ и Ф.

Набор данных вида (1)–(2) коне-
чен, поэтому фактически речь идёт 
о тригонометрических многочленах 
с (NΘ + 1) NФ слагаемыми; коэффи-
циенты этих многочленов подлежат 
определению:

mn

mn

( , )
cos ( cos( )
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=
= +

+
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m n
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b n

Ô
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В реальных фотометрических экс-
периментах шаги ΔΘ и ΔФ малы, и по-
этому число неизвестных весьма ве-
лико: так, при ΔΘ = 1° и ΔФ = 5° оно 
равно 13032. В связи с этим возника-
ет вопрос о наиболее быстром и при 
этом точном методе тригонометриче-
ской интерполяции.

Рис. 2. Искажение регулярной сетки после 
поворота на 60° вокруг оси Oy
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  Сложение сил света разных ИС 
в точках (9).

Результатом выполнения данного 
алгоритма служит таблица суммарных 
значений силы света.

Реализация этого плана действий 
связана с некоторыми трудностями.

Во-первых, в собственных системах 
координат результаты фотометрии при 
Θ = 0° дают разные силы света при 
разных углах Ф, хотя, исходя из вве-
дения сферической системы коорди-
нат, эти значения должны быть оди-
наковыми (рис. 1). Аналогичное ут-
верждение верно при Θ = 180°. Этот 
эффект может объясняться как вибра-
цией гониофотометра при измерениях, 
так и тем, что светильник в разные мо-
менты времени может давать больше 
или меньше света, а фотометрические 
измерения не происходят мгновенно.

При использовании дискретного 
преобразования Фурье это явление 
не критично, ибо ключевое значение 
имеет регулярность расположения то-
чек (Θk, Фl); а при кусочно-линейной 
интерполяции оно играет отрицатель-
ную роль. Вследствие этого сила све-
та каждого ИС в одной точке прини-
мает несколько значений, что делает 
интерполяцию невозможной.

Чтобы решить данный вопрос, угол 
Θ = 0° в таблицах фотометрических 
данных заменяется на ΔΘ/100, а угол 
Θ = 180° – ​на (180° – ​ΔΘ/100). В ре-
зультате разные значения силы света 
в окрестностях Θ = 0° и 180° соответ-
ствуют разным (хотя и близко распо-
ложенным) точкам пространства.

Во-вторых, если исходная сетка (1) 
в собственной системе координат того 
или иного ИС покрывает всю область 
[0°; 180°] × [0°; 360°], то нерегулярная 

связывающие угловые переменные 
в собственных системах координат 
ИС и в общей;
  вычислить суммарное светора-

спределение (общее ФТ) в общей си-
стеме координат по формуле (5).

Непосредственным результатом 
этих действий будет некая (весьма 
громоздкая) формула, выражающая 
искомую функцию ( ),θ ϕI . Послед-
няя может казаться неудобной, но её 
можно с пользой использовать для со-
ставления таблицы значений вида (2), 
и с её помощью получить выражение 
вида (6) в общей системе координат.

Использование кусочно-
линейной интерполяции

Если ФТ (3) каждого отдельно взя-
того ИС не представляют интереса, 
применения дискретного преобразо-
вания Фурье можно попытаться избе-
жать. При этом следует сразу перей-
ти к общей системе координат. Угло-
вые координаты, которым после этого 
перехода соответствуют измеренные 
силы света ikl, могут определяться из 
системы (4), разрешаемой относитель-
но θ и φ:

j ( , ),θ = t ÔΘ  j ( , ),ϕ = f ÔΘ  
j = 1–N.	 (7)

После подстановки в (2) и (7) зна-
чений Θk и Фl для всех N ИС получит-
ся таблица значений силы света вида

kl j k l( , ),=i I ÔΘ 	 (8)

где, согласно (7), k j k l( , )θ = t ÔΘ  и 

l j k l( , )ϕ = f ÔΘ .

Поскольку разным ИС соответству-
ют разные функции tj и fj, то одни и те 
же углы Θk и Фl после преобразования 
координат переходят в разные углы 
θk и φl. В итоге сложение kli , отвечаю-
щих разным ИС, сразу после повора-
чивания невозможно. Этой проблемы 
не возникало при использовании ана-
литических выражений (3), т.к. они 
позволяют находить Ij в любой точ-
ке. Поэтому для всех повороченных 
ИС следует выполнять интерполя-
цию – ​определять силы света разных 
ИС в одних и тех же точках

pθ = ∆p Θ , q ,ϕ = ∆q Ô 	 (9)

где шаги изменения угловых перемен-
ных в собственных и общей системах 
координат удобно выбирать совпада-
ющими.

Сетка Θk, Фl, покрывающая область 
[0°; 180°] × [0°; 360°], после повора-
чивания перестаёт быть регулярной 
(рис. 2).

Среди методов, применимых к дан-
ным сеткам, кусочно-линейная интер-
поляция наиболее проста и при доста-
точном числе узлов сетки обеспечи-
вает приемлемую точность. Поэтому 
далее используется именно этот ме-
тод. Для его реализации предвари-
тельно требуется выполнить триан-
гуляцию области по узлам получен-
ной нерегулярной сетки, выяснить, 
в какой из треугольников разбиения 
попадает та или иная точка (9), и най-
ти Ij в этой точке, зная ikl в вершинах 
треугольника.

Абсолютная погрешность при такой 
интерполяции известна [3]: внутри 
каждого треугольника она не превы-
шает M·h2/6, где M – ​наибольшее зна-
чение вторых производных аппрок-
симируемой функции, h – ​ диаметр 
описанной окружности треугольника. 
Чтобы снизить погрешность, требует-
ся минимизировать h. В связи с этим 
для минимизации погрешности разби-
ение указанной области производится 
с помощью триангуляции Делоне [12]. 
При таком подходе ни один узел сетки 
не попадает внутрь описанной окруж-
ности любого построенного треуголь-
ника. Характерной чертой триангуля-
ции Делоне служит минимальность 
суммы радиусов описанных окруж-
ностей всех треугольников. Следова-
тельно, именно этот подход «в сред-
нем» обеспечивает наименьшую по-
грешность.

Достоинство данного алгорит-
ма и в том, что он встроен во мно-
гие математические пакеты, например 
«Mathematica» [13] или «Octave», и не 
требует дополнительного программи-
рования.

Окончательно, второй алгоритм 
расчёта суммарного светораспреде-
ления состоит в последовательном вы-
полнении следующих шагов:
  Переход к общей системе коор-

динат по формулам (7) и (8).
  Разбиение расчётной области при 

помощи триангуляции Делоне.
  Кусочно-линейная интерполя-

ция фотометрических данных всех ИС 
в одних и тех же точках (9).

Рис.  3. Неполное накрытие области [0°; 
180°] × [0°; 360°] нерегулярной сеткой
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рачивания в горизонтальной и верти-
кальной плоскостях: ± 180°, точность 
установки угла поворота: 0,1°); фото-
метр ID‑1000, на основе кремниево-
го фотодиода, скорригированный под 
функцию V(λ), класса точности «L»; 
источник питания DPS1060.

Все фотометрические данные, ис-
пользованные в дальнейших расчётах, 
представляют собой среднее арифме-
тическое результатов 5 измерений.

Фотометрирование производилось 
в системе (C, γ). Шаг измерения для 
плоскости C составлял 5°, а для пло-
скости γ – ​1°. Экспериментальные ФТ 
каждого ИС представлены на рис. 5.

Для измерения суммарного свето-
распределения указанных источников 
ИС 1 был установлен таким образом, 
чтобы его геометрическая ось была 
параллельна оси фотометрирования, 
а у ИС 2 ориентация была задана по-
следовательностью поворачиваний 
его геометрической оси: вокруг оси 
Ox на 46°, а затем вокруг оси Oz на 
190° . Общая система координат была 
связана с ИС 1. Суммарное ФТ, полу-
ченное в результате измерений, пред-
ставлено на рис. 6.

Сравнение расчётных методов

Критериями сравнения расчётных 
методов служили простота реализа-
ции алгоритмов, быстрота их работы 
и точность.

Оба метода были реализованы в си-
стеме «Wolfram Mathematica». Исход-
ные фотометрические данные были 
импортированы из XLS-файла с по-
мощью встроенных функций это-
го математического пакета. Как дис-
кретное преобразование Фурье, так 
и кусочно-линейная интерполяция на 
нерегулярной сетке также являются 
стандартными функциями данного 
ПО, причём при этой интерполяции 
«Mathematica» использует триангу-
ляцию Делоне. С учётом этих обсто-
ятельств трудоёмкость программиро-
вания для обоих методов в указанном 
пакете примерно одинакова.

То же самое можно сказать и об 
их быстродействии. Расчёты выпол-
нялись на ноутбуке с процессором 
Intel Core i7–4500U Haswell с такто-
вой частотой 2400 ГГц, имеющем 6 
ГБ ОЗУ и находящемся под управ-
лением операционной системы Win 
8.1×64. В обоих случаях вычисления 
заняли 15–20 мин, при этом суммар-
ное светораспределение, рассчитан-

сетка в общей системе, полученная 
с помощью преобразований (7), «от-
ступает» от её краёв (рис. 3).

В районах, не накрытых сеткой, 
вместо интерполяции приходится 
применять экстраполяцию, что ведёт 
к большим погрешностям.

Для решения этого вопроса исход-
ная (регулярная) сетка расширяется, 
причём используются периодичность 
функций Ij(Θ, Ф) по обеим перемен-
ным и их чётность относительно  . 
Так, например, вместо диапазона [0°, 
360°] рассматриваются пределы из-
менения угла Ф от – ​10ΔФ до 360° + 
10ΔФ. Как показывает практика, опи-
санного расширения достаточно для 
полного накрытия области [0°; 180°] × 
[0°; 360°] нерегулярной сеткой в об-
щей системе координат.

Описание эксперимента

Реальные данные, необходимые для 
проведения сравнительного анализа 
описанных выше методов, были по-
лучены в ходе гониофотометрическо-
го эксперимента. На рис. 4 представ-
лены участвовавшие в эксперименте 
СД ИС. Первый из них (ИС 1) –косос-
вет, изготовленный на базе СД лам-
пы Feron 3602 LB‑24 MR16, а второй 
(ИС 2) –сопоставимая с ИС 1 по мощ-
ности СД лампа для акцентного осве-
щения с осесимметричным светора-
спределением.

Распределение силы света измеря-
лось при нормальных условиях по-
средством гониофотометрического 
комплекса GO2000A, содержащего: 
гониометр GO2000A (диапазон пово-

Рис. 4. Источники света, использованные в фотометрическом эксперименте:
а – ​ИС 1; б – ​ИС 2

Рис. 6. Суммарные 
фотометрические 
тела, полученные 

экспериментально

Рис. 5. 
Фотометрические тела 

источников света ИС 
1 и ИС 2, полученные 

экспериментально
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ное по обоим методам, было весьма 
близко к экспериментально наблюда-
емому (рис. 7).

Критерием точности служила отно-
сительная погрешность вычисления 
значений суммарной силы света двух 
ИС по сравнению с её эксперимен-
тальными (измеренными) значениями 
Ipq в точках (9). Сравнение расчётных 
и опытных данных производилось 
лишь в области pq max / 2≥I I , где Imax – ​

наибольшая измеренная суммарная 
сила света. Такое ограничение позво-
ляет не рассматривать районы, факти-
чески не освещаемые ИС [3]. С дру-
гой стороны, именно в этих местах, не 
представляющих интереса с техниче-
ской точки зрения, относительная по-
грешность может резко возрастать за 
счёт малости измеряемых значений.

В выбранной области максималь-
ная погрешность при использовании 
тригонометрической интерполяции 
составила менее 4 %, а при использо-
вании кусочно-линейной интерполя-
ции – ​около 6,5 %.

Заключение

В статье предложены и проана-
лизированы два метода вычисления 
суммарного светораспределения не-
скольких разноориентированных ИС, 
местоположения которых совпадают 
друг с другом. Первый связан с триго-
нометрической интерполяцией фото-
метрических данных, а второй – ​с их 
кусочно-линейной интерполяцией.

При проведении численного экспе-
римента с использованием реальных 
фотометрических данных тригономе-
трическая интерполяция оказалась бо-

лее точной. При этом её погрешность 
частично связана с исключением ма-
лых слагаемых из выражений вида (6). 
Поэтому она может быть ещё умень-
шена путём удержания в них больше-
го числа слагаемых, правда, в ущерб 
быстродействию метода.

У метода кусочно-линейной интер-
поляции резервов для повышения точ-
ности, при заданном наборе данных 
вида (2), нет.

Следует отметить, что ФТ, описы-
ваемые с помощью формул типа (3) 
и найденные путём тригонометри-
ческой интерполяции, могут иметь 
самостоятельную ценность. Буду-
чи однажды полученными, они мо-
гут в дальнейшем не раз применять-
ся в разных расчётах, например, по 
преобразованию систем фотометри-
рования.
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