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Аннотация

Физическая модель светового поля эквивалентна теории 
распространения пучков элементарных частиц в прибли-
жении классической механики. Все уравнения, описыва-
ющие распределение яркости светового поля, идентичны 
уравнениям для плотности пучка частиц с точностью до 
используемой терминологии. С конца 19 века обе теории 
развиваются параллельно друг другу, взаимно обогащаясь: 
прорыв в одной теории приводит к прогрессу в другой. 
На сегодня особенно важно, что точность экспериментов 
в физике частиц близка к предельной, что позволяет про-
верять многие соотношения теории светового поля в мут-
ной среде, где пока подобная точность недостижима. На 
основе световых аналогий в статье рассмотрен алгоритм 
расчёта потока электронов, упруго рассеиваемого плоско-
параллельными твердотельными слоями с резко анизо-
тропным законом акта элементарного рассеяния. Проведе-
но сравнение результатов расчётов с экспериментальными 
данными по угловым распределениям электронов, упру-
го отражённых от двуслойных твердотельных мишеней.
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Введение

Описание плотности потока элементарных частиц пол-
ностью эквивалентно законам распространения световых 
пучков в лучевом приближении. Эти законы справедли-
вы для всех классических частиц, когда возможна их од-
нозначная локализация в пространстве. Суть лучевого 
приближения для света с квантовых позиций [1] сводит-
ся к представлению о фотоне как о малой частице, дви-
жущейся по траекториям-лучам. Плотность потока фото-
нов определяется яркостью ˆ( , )L lr  пучка лучей в точке r 
по направлению l̂ , которая подчиняется уравнению пере-
носа излучения (УПИ):
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где ε и σ –  показатели ослабления и рассеяния света эле-
ментарным объёмом среды, ˆ ˆ( , )′x l l  –  индикатриса рассея-
ния. УПИ впервые сформулировано в работе [2] для среды 
без рассеяния, что приводит для малых толщ среды к за-
кону Бугера (Bouguer) –  экспоненциальному ослаблению 
яркости вдоль луча.

Уравнение переноса для потока частиц записывается 
в аналогичном виде:
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где ˆ( , )lrψ  –  плотность потока частиц в точке r по направ-

лению l̂ , σel –  сечение упругого рассеяния, σin –  сечение 
неупругого рассеяния.

Уравнение вида (2) используется для определения плот-
ности потока фотонов или электронов, отражаемых от 
слоисто-неоднородных сред с подстилающей поверхно-
стью. С ним сталкиваются как при решении проблем ди-
станционного зондирования атмосферы Земли, так и при 
расшифровке спектров электронной спектроскопии, опи-
сании процесса электронной литографии, определении 
фактора обратного рассеяния в локальном рентгеноспек-
тральном анализе, рентгеновской фотоэлектронной спек-
троскопии (РФЭС), спектроскопии отражённых электро-
нов (СОЭ) и т.д.

Описание как электронного, так и оптического рассея-
ния ведётся на основе уравнений переноса. При этом ме-
тоды, созданные для решения оптических задач, активно 
используются для описания процессов рассеяния атомных 
частиц в твёрдых телах [3–5].

Методы электронной спектроскопии позволяют легко 
решать задачи определения качественного состава образ-
цов. Однако количественный анализ сталкивается с про-
блемой последовательного аналитического описания про-
цессов многократного упругого и неупругого рассеяния 
электронов в образцах. Задача количественного опреде-
ления послойного компонентного состава образцов на 
основе анализа энергетических спектров эмитированных 
электронов относится к классу некорректных задач мате-
матической физики, что ставит дополнительные требова-
ния к процедуре расчёта сигнала рассеяния.

Существующие методы рутинного анализа сигналов 
в РФЭС и спектроскопии пиков упруго-отражённых элек-
тронов (СПУЭ) с целью получения информации о мишени 
базируются на подходах, полностью игнорирующих про-
цессы упругого рассеяния электронов в рамках так назы-
ваемого SLA-приближения (Straight Line Approximation) 
[6, 7]. Однако SLA приводит к ошибкам, величина которых 
может быть непредсказуемо высока [8]. Ошибка SLA‑под-
хода возникает из того, что сечение упругого рассеяния σel 
в наиболее актуальных для РФЭС-, СПУЭ- и СОЭ-спек-
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цесса рассеяния электронов в твёрдом теле и фотонов 
в мутной среде. В настоящей работе будет показано, что 
случай малоуглового рассеяния позволяет заметно упро-
стить методику решения, поскольку допускает линеари-
зацию нелинейных уравнений Чандрасекара.

Впервые преимущества сильной вытянутости инди-
катрисы были использованы С. Гаудсмитом и Д. Саундер-
сеном [21, 22] для решения уравнения переноса электро-
нов на основе малоуглового приближения и метода сфе-
рических гармоник. Рассматривалась бесконечная среда, 
в центре которой (плоскость с координатой z = 0) распо-
ложены источники света (или частиц) удовлетворяющие 

условию 0
ˆ ˆ ˆ( 0, ) ( )δ= = −L z l l l . Развитию методов решения 

уравнений переноса в малоугловом приближении посвя-
щены работы У. Скотта [23]. Впервые уравнение Амбар-
цумяна (решающее граничную задачу об отражении от по-
лубесконечной среды) было использовано для описания 
процесса электронного рассеяния в работе Р. Дашена [3]. 
Успешные попытки решения линеаризованных уравнений 
Амбарцумяна и Чандрасекара в малоугловом приближении 
были предприняты в работах [4, 24]. В настоящей работе 
малоугловым приближением мы называем все действия, 
связанные с наличием малого параметра

x(π) / x(0) ≪ 1. (3)

На основе малоуглового приближения в настоящей ра-
боте будут получены аналитические выражения, позволя-
ющие описывать процессы отражения излучения как от 
полубесконечного слоя, так и от слоёв конечной толщи-
ны. Будут представлены малоугловые решения уравнений 
Чандрасекара для функции пропускания. Будет показано, 
что реализация малоугловых приближений возможна толь-
ко при использовании системы уравнений для функции 
пропускания, полученной Чандрасекаром [19], а не под-
хода, представленного в работе [25]. Будет построена ите-
рационная процедура, решающая задачу об отражении от 
многослойных мишеней с подстилающей поверхностью.

Основным преимуществом приближённых аналитиче-
ских решений является их быстродействие, что создаёт 
комфортные условия для решения обратных задач мето-
дом подбора. При этом и дистанционное зондирование, 
и определение послойного и компонентного составов 
в электронной спектроскопии –  это решение обратных, ма-

троскопий ситуациях больше сечения неупругого рассе-
яния, т.е. σel > σin.

При этом компенсировать указанные ошибки пытают-
ся, вводя некие поправочные коэффициенты в формулы, 
полученные на основе SLA-подхода. Однако это не всегда 
даёт нужный эффект, поскольку невозможно учесть мно-
жество факторов, приводящих к методическим погрешно-
стям, без установления вызывающих их причин. В отли-
чие от дистанционного зондирования в области электрон-
ного рассеяния имеется целый ряд независимых методов 
определения послойного и компонентного составов рас-
сеивающих мишеней, что даёт возможность эксперимен-
тальной верификации методов, используемых для описа-
ния процессов отражения от слоисто-неоднородных сред. 
Контролировать состав и размеры исследуемой методами 
электронной спектроскопии мишени можно и в процес-
се её приготовления; при этом расшифровку послойно-
го состава на основе анализа электронных спектров мож-
но выполнять методами, развитыми в теории оптическо-
го переноса. Так, наличие экспериментальных данных по 
угловым распределениям упругоотражённых электронов 
[9–11] позволяет (см. ниже) использовать в расчётах ради-
ационные коды и модели, используемые в операционных 
алгоритмах обработки данных спутникового дистанцион-
ного зондирования атмосферы Земли [12–15]. Указанные 
обстоятельства использовались для экспериментальной 
верификации кода [16].

Метод инвариантного погружения был создан В.А. Ам-
барцумяном в 40-е годы для описания процессов перено-
са излучения в атмосферах звёзд и планет [17, 18]. Сущ-
ность метода заключается в переходе в УПИ от яркости 
к формулировке уравнений относительно коэффициентов 
яркости слоя по отражению и пропусканию. Своё разви-
тие метод получил в работах С. Чандрасекара, В.В. Собо-
лева [19, 20] и др. В этих работах подробно рассмотрены 
случаи, когда элементарное рассеяние можно характери-
зовать сферической индикатрисой или индикатрисой Рэ-
лея [17–20]. По этой причине одной из эффективных ме-
тодик решения была итерационная, где в первом прибли-
жении выбиралось решение для однократного рассеяния 
[18]. Для получения правильного результата было доста-
точно трёх-четырёх итераций. Однако большой приклад-
ной интерес связан с задачами, в которых индикатриса 
сильно вытянута вперёд и в элементарном акте преобла-
дает малоугловое рассеяние. Сильная вытянутость инди-
катрисы упругого рассеяния вперёд характерна для про-

Рис. 1. Функции отражения в случае нормального 
падения излучения на полубесконечный рассеива-
ющий слой. Расчёт для случая индикатрисы Хеньи-

Гринстейна. На графиках а демонстрируется вли-
яние нелинейного слагаемого на величину функ-

ции отражения. Расчёты с учётом (сплошная линия) 
и без учёта (штриховая линия) нелинейного слага-
емого. На графиках б указан рост погрешности ма-
лоуглового приближения с уменьшением вытяну-
тости индикатрисы. Сплошная линия –  численное 
решение (по программе «MDOM»), штриховая ли-
ния –  малоугловое приближение. Зондирование – 

по нормали, альбедо однократного рассеяния –  
0,67. Стрелками указаны параметры асимметрии 

индикатрисы Хеньи-Гринстейна, использованные 
в расчётах
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где θ
0
 = arccosμ0, φ0

 и θ = arccosμ, φ –  зенитные и азиму-
тальные углы падения и вылета электронов из мишени, 
определённые относительно оси, перпендикулярной по-
верхности и направленной вглубь мишени.

Аналогичное уравнению (4) уравнение для функции 
пропускания T (τ, μ, μ

0
, φ –  φ

0
) имеет вид
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Численное решение уравнений для функций 
отражения и пропускания

Отметим, что методы, о которых идёт речь в настоя-
щем параграфе, впервые были развиты при решении за-
дач оптического переноса и значительно обогатили тео-
рию переноса электронов. Перейдём к матричной записи 
уравнения (1), заменив непрерывные переменные μ′ дис-

кретным набором N значений µ ′i , а интегралы –  квадра-

турными формулами. Тогда функция отражения Sm прев-
ратится в матрицу размерности N×N, где si –  веса квадра-

турного метода, µ ′i – узлы сетки по косинусу угла падения/

наблюдения, w = diag(si /μi).
Уравнение (4) перепишется в виде:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )ρ τ ρ τ ρ τ ρ τ ρ τ
τ
∂ + + = +
∂

m m m m mA A C D , (7)

где A = diag (1/μ) –  Λxm+w, C = Λxm–, D = Λwxm–w.

тематически некорректных задач наиболее последователь-
ным и надёжным методом –  процедурой подбора [26, 27].

В настоящей работе будут представлены методы чи-
сленного решения уравнений Чандрасекара. Сегодня для 
описания энергетических и угловых спектров электрон-
ной спектроскопии в основном используется моделирова-
ние методом Монте-Карло (MK) [28, 29]. МК-вычисления 
требуют больших затрат времени: на стандартном ноутбу-
ке это время составляет десятки минут. Те же вычисления 
на том же ноутбуке, который использовался для МК-вы-
числений, на основе численного решения уравнений Чан-
драсекхара, представленного в настоящей работе ниже, 
занимают доли секунды. Идея использования численных 
методов для интерпретации спектров электронной спек-
троскопии заимствована из оптической теории переноса.

Апробация развитых в работе приближённых малоугло-
вых методов проводится как на основе сравнения с точ-
ными численными решениями, так и –  сравнения с экспе-
риментальными данными.

Уравнения Чандрасекара для функций отражения 
и пропускания, процедура линеаризации, решение 
в малоугловом приближении

Выпишем уравнение для функции отражения, получен-
ное для слоя конечной толщины z  в работе [19]:
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где τ –  безразмерная толщина слоя, индекс m  определяет 
азимутальную зависимость функций отражения ρ

m
 и ин-

дикатрисы рассеяния x
m

(μ′, μ″), Λ = σel / (σel + σin) –  альбе-
до однократного рассеяния. Причём

( )0 0 0 0( , , , ) ( , , )exp ,ρ τ µ µ ϕ ϕ ρ τ µ µ ϕ ϕ − = − ∑ m
m

im   (5)

Рис. 2. Функции пропускания для слоёв толщиной 
0,1ltr, измеряемой в длинах транспортного пробега. 
На графиках a демонстрируется влияние нелиней-

ного слагаемого на значение функции пропуска-
ния. Сплошная линия –  расчёт с учётом нелинейно-
го слагаемого, штриховая линия –  расчёт без учёта 

нелинейного слагаемого. На графиках б указан рост 
погрешности малоуглового приближения с умень-

шением вытянутости индикатрисы. Сплошная ли-
ния –  численное решение (по программе «MDOM»), 
штриховая линия –  малоугловое приближение. Угол 
зондирования –  45°, альбедо однократного рассея-
ния –  0,54. Стрелками указаны параметры асимме-

трии индикатрисы Хеньи-Гринстейна, использован-
ные в расчётах



«СВЕТОТЕХНИКА», 2018, № 5 47

0 0
0

1

0
0 0

1 1( , , ) ( , , )

1 1( , ) ( , ) ( , , )

ρ τ µ µ ρ τ µ µ
τ µ µ

µµ µ µ µ ρ τ µ µ
µ µ µ

 ∂ + + = ∂  

  ′= Λ + Λ +′ ′ ′  ′  ∫

m m

m m m
dx x   (10)

и

и

0
0

1

0 0
0 0

( , , )1 ( , , )

exp ( , ) ( , ) ( , , ) .

τ µ µτ µ µ
µ τ

τ µµ µ µ µ τ µ µ
µ µ

∂
+ =

∂
  ′= Λ − + Λ ′ ′  ′  ∫

m
m

m m m

T
T

dx x T  (11)

Метод сферических гармоник основан на представле-
нии функций в виде рядов по полиномам Лежандра. Одна-
ко для использования метода сферических гармоник (стан-
дартной процедуры аналитического решения уравнений 
вида (10) и (11), основанной на свойстве ортогональности 
полиномов Лежандра на отрезке [–1, 1]) необходимо вы-
полнять аналитическое продолжение подынтегральных 
выражений на область (0, –1). Если для уравнения (10) это 
действие тривиально, т.к. в области (0, –1) величина по-
дынтегрального выражения в силу условия (3) стремит-
ся к нулю, то аналитическое продолжение для уравнения 
(11) –  нетривиальная процедура. Существует целый ряд 
подходов к решению этой задачи (например, представлен-
ных в работе [2]), но наиболее эффективный описан нами 
в работах [35, 36].

Решение уравнения (11), в котором в интегральном сла-
гаемом в силу аналитического продолжения пределы ин-
тегрирования находятся в интервале от –1 до +1, будем 
искать, используя идеологию С. Гаудсмита и Д. Саундер-
сена: считая μ и μo константами, соответственно, во мно-
жителе 1/μ в первом слагаемом левой части (11) и в пока-
зателе экспоненты в первом слагаемом правой части этого 
уравнения (в отношении τ /μo). Это приближение эквива-
лентно замене реального пробега на проективный. Наи-
большая погрешность наблюдается, когда транспортный 
пробег фотона или электрона ltr = n-1(σel + σin)–1 соизмерим 
со средним пробегом электрона между упругими соударе-
ниями lel = 1/(nσel). Отметим, что в случае индикатрисы 
Хеньи–Гринстейна

Индекс «+» в индикатрисе указывает на описание про-
цесса перехода нисходящего движения в нисходящее либо 
восходящего в восходящее, а индекс «–» показывает, что 
восходящее движение потока переходит в нисходящее 
либо наоборот.

Уравнение вида (7) носит название дифференциального 
алгебраического уравнения Риккати [30, 31]. Оно может 
быть численно решено рядом методов [31–34]. В настоя-
щей работе используется метод BDF (Backward Differential 
Formula) [34]. Причём несколько упрощает ситуацию сим-
метричность матрицы xm+.

Выполнив аналогичную дискретизацию для упруго-
рассеянных в слое частиц, получим матричное представ-
ление уравнения для функции пропускания:

( ) ( )0 0τ τ
τ
∂ + =′
∂

m mT A T C , (8)

где Aˊ = diag (1/μ) –  Λxm+w –  Λ 0ρ
m (τ)wxm–w,  

C = Λ(xm+ + 0ρ
m (τ) wxm–) diag [exp(– τ/μ)].

Найдём решения полученных уравнений как с учётом 
нелинейных слагаемых, так и решения упрощённых, т.е. 
линеаризованных, матричных уравнений, на основе BDF-
метода. Воспользуемся для описания упругого рассеяния 
хорошо известной в оптике индикатрисой Хеньи-Грин-
стейна. Цифры на графиках, представленных на рис. 1 и 2, 
показывают величину параметра асимметрии g , опреде-
ляющего степень вытянутости индикатрисы Хеньи-Грин-
стейна:

2

2 3/2
0

1( ) (2 1) ( ),
(1 2 )

µ µ
µ

∞

=

−= = +
+ − ∑ l

HG l
l

gx l g P
g g

 (9)

где Pl –  полиномы Лежандра.
На рис. 1 сплошными линиями представлено решение 

уравнения (7) (и, соответственно, (4)), пунктир –  реше-
ние уравнения (7) с отброшенным нелинейным слагае-
мым (вторым слагаемым в правой части). Набор графиков 
на рис. 1 указывает на рост погрешности расчётов, выпол-
ненных на основе линеаризованных уравнений. Это оче-
видный результат, поскольку трудно назвать «сильно вы-
тянутыми» индикатрисы с g ≤ 0,5. Но даже в случае на-
рушения условия (3) линеаризованные уравнения дают 
результат, ошибка которого ≤ 10 %.

На рис. 2 сплошными линиями представлено решение 
уравнения (8), а пунктир –  решение уравнения (8) с от-
брошенными слагаемыми, которые включают функцию 
отражения ( )0ρ τm . Иными словами, это решение уравне-
ния (6), в котором пренебрегается последними двумя сла-
гаемыми в правой части.

Аналитические решения линеаризованных 
уравнений для функций отражения и пропускания

Проведённый анализ, выполненный на основе числен-
ных решений, указывает на то, что для «сильно вытянутых 
индикатрис» (см. условие (3)) возможно описание процес-
сов отражения и прохождения частиц и излучения сквозь 
слой на основе следующих уравнений:

Рис. 3. Двуслойная модель отражения. Обозначения: Ω = (μ, φ); 
Т = d(σ

el 
+σ

 in
); полукруг –  функция отражения, прямая –  функция 

пропускания
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На рис. 1 и 2 представлено сравнение точных числен-
ных решений уравнения с решениями в малоугловом при-
ближении.

Отражение от многослойных структур

Эту ситуацию мы будем обсуждать на примере угловых 
распределений электронов, упруго отражённых от твёр-
дых тел. В литературе имеются экспериментальные дан-
ные по угловым распределениям электронов, отражён-
ных как от однородных образцов, так и от многослойных 
[9–10, 37–42].

Рассмотрим двуслойную мишень (рис. 3). В соответст-
вии с представленной схемой функция отражения от этой 
мишени представима в виде
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( ) ( )
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12 1 2 0 1 1 0

1 1

1 1 0 2 2
1 1

1 1
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τ τ µ µ τ µ µ

µ µ τ µ µ τ µ µ

τ µ µ
− −
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× ′′

∫ ∫
  (15)

или, в силу односкоростного и малоуглового приближе-
ния,–
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∫
  (16)

Расчёт для трёхслойной мишени можно вести на осно-
ве выражения, аналогичного формуле (16):

( ) ( ) ( )
( ) ( )

123 1 2 3 1 1 23 2 3

1 1
1 0

, , ,

exp 1 ,

τ τ τ τ τ τ

τ µ µ− −

= + ×

 × − − Λ + 

lm lm lm

lm

R R R

x

где R23lm (τ2, τ3) вычисляется на основе формулы (16) с со-
ответствующей заменой индексов: 1→2 и 2→3.

На рис. 4 представлены результаты расчётов угловых 
распределений электронов, упруго отражённых от «бутер-
брода» Be/Au, выполненные на основе точных численных 
решений и с использованием малоуглового решения (16).

Заключение. Основные результаты

В статье представлен ряд аналитических решений, по-
зволяющих с удовлетворительной точностью описывать 
прохождение и отражение излучения от мутных сред. По-
лученные решения составляют набор инструментов, по-
зволяющих описывать рассеяние излучения в слоисто-
неоднородных средах. В основе развиваемого в работе 
подхода лежат методы, которые возникли при решении оп-
тических задач со сферической или релеевской индикатри-
сами рассеяния, а также методы, созданные В.А. Амбар-
цумяном, С. Чандрасекаром, В.В. Соболевым и другими 
замечательными учёными, решавшими задачи рассеяния 

( ) ( )/ / 1 / 1 .σ σ σ= + = −tr el el el inl l g  (12).

При ltr / lel ≫ 1 мы получаем ошибку ≤ 5 %,.
С учётом сделанных допущений после подстановки 

разложений функций по полиномам Лежандра в уравне-
ние (11) получаем систему разделяющихся дифференци-
альных уравнений, решение которой при начальном усло-
вии Tlm(τ) = 1 имеет вид

( )
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0
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x x
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Уравнение (10) решается методом итераций, который 
позволяет наиболее последовательно определять проце-
дуру аналитического продолжения. Она подробно описа-
на в работах [35, 36] и приводит к следующему результа- 
ту:
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0 0
1 1

0 0
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где ( ) 1
1

∞
− −= ∫ t

x

E x t e dt  –  интегральная экспонента.

Рис. 4. Угловые распределения электронов, отражённых от золо-
той мишени, покрытой слоями бериллия разной толщины. Сплош-
ная линия –  точное численное решение уравнений (7) и (8), штри-
ховая линия –  расчёт в малоугловом приближении, формулы (13) 
и (14). Круги –  экспериментальные данные [10]. Расчётные толщи-
ны слоя бериллия, напылённого на золото: 1 – 0 нм; 2 – 0,5 нм; 3 – 
2,5 нм; 4 – 3,8 нм
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света в атмосферах звёзд и планет. В статье показано, что 
созданные в работах [17–20] методы прекрасно работают 
и в задачах, в которых индикатриса рассеяния «сильно вы-
тянута вперёд» (см. условие (3)).

Наличие аналитических решений типа и позволяет вы-
полнять вычисления с высокими скоростью и точностью, 
обеспечивая возможность отслеживать значения ошибки 
как функции основных характеристик рассеяния: пара-
метров индикатрисы (параметр g в случае индикатрисы 
Хеньи-Гринстейна) и альбедо однократного рассеяния.

Скорость вычислений –  важный фактор при решении 
обратных задач. Например, когда рассматривается отраже-
ние от многослойных структур, необходимое определение 
толщины слоёв производится методом подбора (fitting), 
в котором многократно решается прямая задача.

Благодаря применению численных методов фотометри-
ческой теории светового поля в задачах рассеяния элек-
тронов при определении послойных профилей изотопов 
водорода методом спектроскопии пиков упруго-отражён-
ных электронов (СПУЭ) удалось на порядок повысить 
чувствительность метода, достигнув актуальной для за-
дач управляемого термоядерного синтеза чувствительно-
сти на уровне 10 % изотопов водорода в материале, обра-
щённом к плазме [43].

Использование методик оптической теории перено-
са для физической интерпретации эффектов рассеяния 
электронов и ионов привело к появлению в электронной 
и ионной спектроскопии «оптических» терминов вроде 
«поворот тела яркости» и «подстилающая поверхность» 
[44]. Авторы настоящей работы уверены, что представ-
ленные малоугловые решения найдут применение при 
решении задач рассеяния света в мутных средах и в зада-
чах оптики моря.
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